
        기하학적으로 이해하는 선형대수 

공분산 행렬의 의미와 
주성분 분석(PCA) 

공돌이의 수학정리노트 
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잠깐 복습 

• 행렬은 선형변환이다 
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여러 선형 변환의 시각적 예시 

• Shearing 

𝟐 𝟏
𝟏 𝟐

 

https://angeloyeo.github.io/p5/Matrix_as_a_linear_transformation/s
hear/ 

https://angeloyeo.github.io/p5/Matrix_as_a_linear_transformation/shear/
https://angeloyeo.github.io/p5/Matrix_as_a_linear_transformation/shear/
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임의의 벡터에 대한 선형 변환 

• JS Applet 시연 
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목차 

• PCA의 원시적 의미 

• 공분산 행렬의 의미 

• 기하학적 의미: 선형 변환(shearing) 

• 데이터 구조적 의미:  각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 

• PCA 

• 공분산 행렬의 Eigenvector & eigenvalue 

• PCA = Projecting data onto eigenvectors of 공분산 행렬 
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PCA의 원시적 의미 

• PCA는 종합점수를 ‘잘’ 계산하는 방법 

• 100명 학생들의 국어 시험 성적과 영어 시험 성적 
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PCA의 원시적 의미 

• 이 두 시험 점수에 대한 종합점수를 잘 내려면? 

1. 두 점수의 평균값 

2. 국어:영어=6:4 비중으로 한 종합 점수 

(영어가 좀 더 어려웠으니까…) 
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PCA의 원시적 의미 

• 수학적으로 표현하면, 

• 예를 들어 1번 학생에 대해서, 

1. 평균값 내기: 𝟏𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟓 + 𝟖𝟑 × 𝟎. 𝟓 

2. 6:4 비중으로: 𝟏𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟔 + 𝟖𝟑 × 𝟎. 𝟒 

 

• 다른 말로 하면, 두 벡터의 내적으로 볼 수 있음. 

• 𝟏𝟎𝟎, 𝟖𝟑 𝑻 ⋅ 𝟎. 𝟓, 𝟎. 𝟓 𝑻 

• 𝟏𝟎𝟎, 𝟖𝟑 𝑻 ⋅ 𝟎. 𝟔 𝟎. 𝟒 𝑻 
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PCA의 원시적 의미 

• 그림으로 표현하면 아래와 같이 [0.5, 0.5] 벡터 혹은 [0.6, 0.4] 벡터에 

내적을 취하는 것과 같다. 
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PCA의 원시적 의미 

• 그렇다면, 우리가 고민해야 할 문제는? 

• 데이터 벡터를 어떤 벡터에 내적(혹은 정사영)하는 것이 최적의 결과를 얻어주는

가? 

• 또, 부차적으로는, 

• 기왕 정사영 할 벡터(혹은 축)를 찾는데, 데이터 분포의 중심을 중심축으로 하는 

벡터를 찾는게 좋지 않을까? 

 

 ‘데이터의 구조’를 기술하는 ‘공분산 행렬‘로 부터 해답을 얻자. 
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공분산 행렬의 기하학적 의미 

• 행렬=선형변환, 벡터 공간을 다른 벡터 공간으로 mapping. 

3 2
2 4
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공분산 행렬의 기하학적 의미 
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공분산 행렬과 고유벡터 

• 고유벡터의 의미 

• 그 행렬이 벡터의 변화에 작용하는 주축(principal axis)의 방향을 나타내줌. 

• 즉, 공분산 행렬의 고유벡터는 데이터가 어떤 방향으로 분산되어 있는지를 찾아줌. 

• 고윳값의 의미 

• 고유벡터 방향으로 얼마만큼의 크기로 벡터공간이 늘려지는지를 의미. 

• 즉, 고윳값이 큰 순서대로 고유벡터를 정렬하면 결과적으로 중요한 순서대로 주성

분을 구성하게 됨. 
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공분산 행렬과 고윳값, 고유벡터 
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공분산 행렬의 수식적 의미 
- 데이터 구조적 의미: 각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 

• 다음과 같은 data matrix를 생각해보자. 

• 이 data matrix에서 행은 samples, 열은 features를 의미한다. 

• 또, 열(features)들의 평균 값은 0이라고 하자 (중요). 

(즉, feature들의 평균값은 빼준 상태) 
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공분산 행렬의 수식적 의미 
- 데이터 구조적 의미: 각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 

• 데이터 행렬 X를 이용해 공분산 행렬을 구해보자. 

• 닮은 정도를 보기 위해선 내적이 필요함. 

• 그 과정은 다음과 같이 행렬의 곱으로 표현할 수 있음. 

𝑋1 

𝑋2 

⋯ 

𝑋𝑑 

𝑋1 𝑋2 ⋯ 𝑋𝑑 𝑋𝑇𝑋 = 
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공분산 행렬의 수식적 의미 
- 데이터 구조적 의미: 각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 

𝑋1 

𝑋2 

⋯ 

𝑋𝑑 

𝑋1 𝑋2 ⋯ 𝑋𝑑 𝑋𝑇𝑋 = 

= 
𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋1) 𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋2) ⋯ 𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋𝑑) 

𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋1) 

⋮ 

𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋1) 𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋𝑑) 𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋2) 

𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋2) ⋯ 𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋𝑑) 

⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ 
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𝑋𝑇𝑋

𝑛
= 

𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋1) 𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋2) ⋯ 𝑑𝑜𝑡(𝑋1, 𝑋𝑑) 

𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋1) 

⋮ 

𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋1) 𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋𝑑) 𝑑𝑜𝑡(𝑋𝑑 , 𝑋2) 

𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋2) ⋯ 𝑑𝑜𝑡(𝑋2, 𝑋𝑑) 

⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ 

1

𝑛
 

Sample Covariance를 계산하기 위해선 𝒏 − 𝟏로 나누기도 함. 

공분산 행렬의 수식적 의미 
- 데이터 구조적 의미: 각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 
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공분산 행렬의 수식적 의미 
- 데이터 구조적 의미: 각 feature의 변동이 얼마나 닮았나? 

• 𝑋𝑇𝑋 𝑖𝑗는 𝑖번째 feature와 𝑗번째 feature의 변동이 닮은 정도를 말해주고 있음. 

 

• 그런데 문제점은, sample 수(n)가 많아질 수록 그 값이 커진다는 것임. 

 

• 따라서, 이 문제점을 방지해주기 위해 값을 n으로 나눠주면,  
아래와 같은 결과를 얻을 수 있음. 

 

 

 

• 즉, covariance matrix의 𝑖 번째 행과 𝑗 번째 행은 
𝑖번 feature와 𝑗번 feature가 서로 함께 변하는 정도를 의미하고 있음. 

※ feature들의 평균을 0으로 만들었다는 사실을 잊으면 안됨. 

Σ = 𝑐𝑜𝑣 𝑋 ≡  
𝑋𝑇𝑋

𝑛
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Principal Component Analysis 
-공분산 행렬의 eigenvector 

• 임의로 (2,1) 이라는 벡터에 정사영 해보자. 
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Principal Component Analysis 
-공분산 행렬의 eigenvector 

• 임의로 (-2,1) 이라는 벡터에 정사영 해보자. 
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Principal Component Analysis 
-PCA = Projecting data onto eigenvectors of 공분산 행렬 

• eigenvector(혹은 주축)에 정사영한 결과 
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Principal Component Analysis 
-PCA = Projecting data onto eigenvectors of 공분산 행렬 

• 3차원 데이터의 경우에는? 

• 3개의 eigenvector가 나옴. 

• 이 중 eigenvalue가 큰 두 개의 eigenvector가 이루는 평면에 데이터를 정사영할 수 있음. 이를 통해 2차원으로 차원 감

소된 데이터를 획득할 수 있음. 

• MATLAB 시연 

• N차원 데이터의 경우에는? 

• N개의 eigenvector가 나옴. 

• 만약 k차원까지 데이터를 차원 감소 하고자 한다면, eigenvalue가 큰 k개의 eigenvector가 이루는 평면에 데이터를 정

사영하여 k차원으로 감소된 데이터를 획득할 수 있음. 


